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Resumen. En un trabajo anterior [2], los autores obtuvieron algunos re-
sultados sobre espacios Lp ponderados para usarlos en la construccio´n
de medidas conmensurables en algunos espacios medibles, resultados que
son conocidos para los espacios Lp, pero no en espacios Lp ponderados.
El propo´sito del art´ıculo es dar a conocer esos resultados.
Abstract In a previous work, [2] the authors obtained some results on
weighted Lp spaces to be used in the construction of conmeasurable mea-
sures in some measurable spaces. The results are similar to known results
on Lp spaces. The purpose of this article is to make them available.
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1. Introduccio´n
En el art´ıculo se utiliza la estructura reticular de los espacios estudiados, por
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tema, que se resumen en esta seccio´n. Al respecto puede consultarse alguna de
las referencias [1], [5], [6], [7].
Definicio´n 1. Un espacio vectorial real ordenado es aquel en el que existe una
relacio´n de orden parcial ≤ compatible con la estructura lineal.
Definicio´n 2. Un ret´ıculo lineal es un espacio vectorial real ordenado E en el
que los elementos
x ∨ y := sup{x, y}
y
x ∧ y := inf{x, y}
existen en E, para todo x, y ∈ E.
En un ret´ıculo lineal, se dice que un elemento x es positivo si 0 ≤ x y se dice
que es negativo si x ≤ 0. Al conjunto de todos los elementos positivos se le
llama el cono positivo de E y se denota por E+. Dado un elemento cualquiera
x ∈ E, x+ := x ∨ 0, x− := (−x) ∨ 0 y su mo´dulo es |x| := x ∨ (−x).
Definicio´n 3. Una aplicacio´n lineal T : E → F entre dos ret´ıculos lineales E
y F es un homomorfismo de orden si ∀x, y ∈ E, T (x ∧ y) = T (x) ∧ T (y) (y
por lo tanto T (x ∨ y) = T (x) ∨ T (y)). Si adema´s T es inyectiva, se dice que T
es un isomorfismo de orden.
Dos ret´ıculos lineales E y F se dice que son orden isomo´rficos, si existe un
isomorfismo de orden de E sobre F .
Definicio´n 4. Un conjunto A de un ret´ıculo lineal E se dice que es so´lido si
∀x ∈ A y ∀y ∈ E, tales que |y| ≤ |x|, se verifica que y ∈ A.
Un ejemplo de conjunto so´lido en un ret´ıculo lineal E es el orden intervalo
[−a, a] para cualquier elemento positivo a ∈ E.
Definicio´n 5. Un subespacio vectorial I de un ret´ıculo lineal E se dice que es
un subret´ıculo si es cerrado con respecto a la operacio´n ∧ (y, por lo tanto, a la
operacio´n ∨).
Definicio´n 6. Un subret´ıculo I de un ret´ıculo lineal E se dice que es un ideal
si es so´lido.
Dado un subconjunto B de un ret´ıculo lineal E, llamamos ideal generado por B
al menor ideal de E que contiene a B. Al ideal generado por un solo elemento
a ∈ E se le llama ideal principal y lo denotaremos I(a). Se verifica trivialmente
que si a es positivo, entonces I(a) =
⋃∞
n=1 n[−a, a].
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Definicio´n 7. Dos elementos x, y de un ret´ıculo lineal E se dice que son or-
togonales o disjuntos, x ⊥ y, si |x| ∧ |y| = 0. Se dice que dos conjuntos de E
son ortogonales si cada elemento de uno es ortogonal a todos los elementos del
otro.
Definicio´n 8. Un ideal I de un ret´ıculo lineal E se dice que es una banda,
si es cerrado respecto de la formacio´n de supremos de subconjuntos de I que
existan en E.
Si A ⊂ E, denotamos A⊥ al conjunto de los elementos de E que son ortogonales
a todos los de A. Se verifica que A⊥ es una banda y que si I es un ideal tal que
E = I + I⊥, entonces I = I⊥⊥ y por lo tanto es una banda. En ese caso existe
una proyeccio´n P : E → I tal que Ker(P ) = I⊥ y se dice que I es una banda
proyeccio´n y que P es una proyeccio´n de banda.
Definicio´n 9. Un ret´ıculo lineal se dice que es orden completo (o Dedekind
completo) si para todo conjunto no vac´ıo mayorado, su supremo es un elemento
del espacio.
Definicio´n 10. Un ret´ıculo lineal topolo´gico es un ret´ıculo lineal dotado de
una topolog´ıa de Hausdorff que posee una base de entornos de cero que son
conjuntos so´lidos.
Definicio´n 11. Una seminorma (resp. norma) p(.) en un ret´ıculo lineal to-
polo´gico se dice que es una seminorma ( resp. norma) de ret´ıculo si |x| ≤ |y|
implica que p(x) ≤ p(y). Un ret´ıculo se dice que es normado si su topolog´ıa
viene dada mediante una norma de ret´ıculo. Si adema´s es completo, diremos
que el ret´ıculo es de Banach.
Un ret´ıculo orden completo verifica que cualquier ideal cerrado de E es una
banda y que cualquier banda de E es un subespacio complementado, es decir,
es una banda proyeccio´n.
Definicio´n 12. Un ret´ıculo de Banach se dice que tiene norma orden continua
si cada filtro convergente en orden converge tambie´n en norma.
Definicio´n 13. Un ret´ıculo de Banach E se dice que es
i) un espacio Lp abstracto, para algu´n 1 ≤ p <∞ siempre y cuando su norma
es p-aditiva, es decir, cuando
‖x+ y‖p = ‖x‖p + ‖y‖p
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se cumple para todo x, y ∈ E+ tales que x ∧ y = 0.
ii) un M -espacio abstracto, siempre y cuando su norma es una M -norma, es
decir, cuando x ∧ y = 0 en E implica que
‖x ∨ y‖ = ma´x {‖x‖ , ‖y‖} .
Los espacios Lp-abstractos, 1 ≤ p < ∞ son ejemplos de ret´ıculos de Banach
orden completos y orden continuos. Tambie´n son orden completos los espacios
L∞(µ) donde µ es una medida σ-finita e incluso si el espacio medida es locali-
zable. Un espacio M -abstracto no es en general orden continuo; so´lo lo es si es
isomorfo a c0(Γ) para algu´n conjunto de ı´ndices Γ. Se verifica adema´s que si un
ret´ıculo de Banach tiene norma orden continua, entonces es orden completo.
A la banda generada por un elemento a ∈ E la denotamos B(a). Si E es un
ret´ıculo de Banach, toda banda es un subespacio cerrado. Obviamente si I es
un ideal en un ret´ıculo de Banach E, su clausura I (en E) es tambie´n un ideal
cerrado en E; si E tiene norma orden continua, I es adema´s una banda.
2. Resultados sobre espacios ponderados
Sobre espacios Lp existe una buena cantidad de textos, entre ellos recomen-
damos [3] y [4].
Dado un espacio de medida (Ω,Σ, µ), una funcio´n medible g, no necesariamente
acotada, estrictamente positiva µ-casi en todas partes y 1 ≤ p ≤ ∞ , denotamos
por Lp(Ω,Σ, g, µ) al espacio ponderado de Lp(Ω,Σ, µ) mediante la funcio´n g, es
decir, el espacio de las funciones medibles f tales que fg ∈ Lp(Ω,Σ, µ), dotado
con la topolog´ıa de la norma
‖f‖Lp(Ω,Σ,g,µ) = ‖fg‖Lp(Ω,Σ,µ).
Si no hay posibilidad de confusio´n al espacio Lp(Ω,Σ, g, µ) lo denotaremos
simplemente por Lp(g, µ).
Bajo las condiciones anteriores, denotamos por T(Ω,Σ,µ) al subespacio de (Ω,Σ, µ)
de funciones simples con soporte de medida finita, es decir,
T(Ω,Σ,µ) :=
{
f =
n∑
i=1
aiχAi : ai ∈ R, Ai ∈ Σ, µ (Ai) <∞; ∀i = 1, .., n, n ∈ N
}
donde χAi es la funcio´n caracter´ıstica del conjunto Ai. Cuando no haya lugar
a confusio´n, omitiremos uno o ma´s de los sub´ındices de T(Ω,Σ,µ).
Proposicio´n 14. Sea (Ω,Σ, µ) un espacio de medida σ-finita. Se verifican:
1) Lp(g, µ) es orden completo si 1 ≤ p ≤ ∞.
2) T(Ω,Σ,µ) es denso en Lp(g, µ) para 1 ≤ p <∞.
3) (L∞(g, µ))′ = L1(1/g, µ)⊕ L1(1/g, µ)⊥.
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4) (L1(µ) + L∞(g, µ))′ = L∞(µ) ∩ L1(1/g, µ).
5) ((L1(µ), L∞(g, µ))1−σ,∞)′ = (L∞(µ), L1(1/g, µ))1−σ,1.
Demostracio´n.
1) Es evidente porque si 1 ≤ p < ∞, Lp(g, µ) es un espacio Lp-abstracto
y si p = ∞, la aplicacio´n multiplicacio´n por g de L∞(g, µ) en L∞(µ),
por definicio´n de la norma ‖.‖L∞(g,µ), es una isometr´ıa y por lo tanto
L∞(g, µ) es orden completo.
2) Para cada n ∈ N, sea Ωn := {ω ∈ Ω : g(ω) ∈ [1/n, n]} y Ω0 := ∅.
Entonces Ω = ∪∞n=1Ωn. Sea f ∈ Lp(g, µ). Como∫
Ω
|fg|pdµ =
∑∞
n=1
∫
Ωn−Ωn−1
|fg|pdµ <∞,
dado  > 0, existe n0 tal que
∫
Ω−Ωn0 |fg|
pdµ < 2 . Como fgχΩn0 ∈
Lp(µ) y |fgχΩn0 | ≥ 1n0 |fχΩn0 |, entonces fχΩn0 ∈ Lp(µ), o lo que es
lo mismo f ∈ Lp(Ωn0 , µ), por lo que existe una funcio´n simple S =∑m
i=1 aiχAi , Ai ∈ ΣΩn0 , i = 1, ..,m tal que ‖f − S‖Lp(Ωn0 ,µ) < 2n0 .
Adema´s ‖(f − S)g‖Lp(Ωn0 ,µ) ≤ 2 . Entonces
‖(f − S)g‖Lp(µ) ≤ ‖(f − S)g‖Lp(Ωn0 ,µ) + ‖fg‖Lp(Ω−Ωn0 ,µ)
+ ‖Sg‖Lp(Ω−Ωn0 ,µ)
< .
3) Fijando h ∈ L∞(g, µ) y dado cualquier f ∈ L1(1/g, µ), la aplicacio´n
< f, h >=
∫
Ω
fhdµ define una forma lineal continua sobre L1(1/g, µ).
Se demuestra en la forma usual que f 7→< f, · > define un orden iso-
morfismo isome´trico (L1(1/g, µ))′ = L∞(g, µ) y por lo tanto L1(1/g, µ)
es un subespacio isome´trico de su bidual que es (L∞(g, µ))′; como e´ste
es orden completo por ser un espacio Lp-abstracto, entonces L1(1/g, µ)
es adema´s una banda proyeccio´n, por lo cual
(L∞(g, µ))′ = L1(1/g, µ)⊕ L1(1/g, µ)⊥.
4) Si f ∈ L∞(µ) ∩ L1(1/g, µ) y h ∈ L1(µ) + L∞(g, µ), para cada repre-
sentacio´n de h = a+ b, a ∈ L1(µ), b ∈ L∞(g, µ),
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| < f, h > | = |< f, a >|+ |< f, b >|
≤ ‖f‖L∞(µ)‖a‖L1(µ) + ‖f‖(L∞(g,µ))′‖b‖L∞(g,µ)
≤ ‖f‖L∞(µ)∩L1(1/g,µ)(‖a‖L1(µ) + ‖b‖L∞(g,µ)),
luego
‖f‖(L1(µ)+L∞(g,µ))′ ≤ ‖f‖L∞(µ)∩L1(1/g,µ).
Pero adema´s como
‖f‖L1(1/g,µ) = ‖f‖(L∞(g,µ))′
= sup{| < f, a > | : ‖a‖L∞(g,µ) ≤ 1}
≤ sup{| < f, b > | : ‖b‖L1(µ)+L∞(g,µ) ≤ 1}
= ‖f‖(L1(µ)+L∞(g,µ))′
y tambie´n
‖f‖L∞(µ) = sup{| < f, c > | : ‖c‖L1(µ) ≤ 1}
≤ sup{| < f, d > | : ‖d‖L1(µ)+L∞(g,µ) ≤ 1}
= ‖f‖(L1(µ)+L∞(g,µ))′ ,
luego
‖f‖L∞(µ)∩L1(1/g,µ) = ma´x{‖f‖L∞(µ), ‖f‖L1(1/g,µ)}
≤ ‖f‖(L1(µ)+L∞(g,µ))′ .
Entonces L∞(µ) ∩ L1(1/g, µ) es un subespacio normado de (L1(µ) +
L∞(g, µ))′.
Adema´s si f ∈ (L1(µ) + L∞(g, µ))′, entonces f ∈ L∞(µ) y f ∈
(L∞(g, µ))′, con lo que f ∈ L∞(µ) ∩ (L∞(g, µ))′. Pero
L∞(µ) ∩ (L∞(g, µ))′ = L∞(µ) ∩ (L1(1/g, µ)⊕ L1(1/g, µ)⊥).
Si h ∈ L∞(µ) ∩ L1(1/g, µ)⊥ y {Ωn, n ∈ N} es una particio´n de Ω
formada por conjuntos de medida finita de Σ, entonces h ∧ χΩng = 0,
por lo tanto h ∧ g = 0 y de ah´ı que h = 0. Luego
L∞(µ) ∩ (L1(1/g, µ)⊕ L1(1/g, µ)⊥) = L∞(µ) ∩ L1(1/g, µ).
Por lo tanto (L1(µ)+L∞(g, µ))′ = L∞(µ)∩L1(1/g, µ) isome´tricamente.
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5) La prueba de que ((L1(µ), L∞(g, µ))1−σ,∞)′ = (L∞(µ), L1(1/g, µ))1−σ,1
es ana´loga a la que sirve para probar que
((L1(µ), L∞(µ))1−σ,∞)′ = (L∞(µ), L1(µ))1−σ,1,
teniendo en cuenta las anotaciones hechas en las pruebas de 3) y 4).

Sea Z un subespacio lineal topolo´gico cerrado de L∞(g, µ). Entonces
Corolario 15. (L1(µ) + Z)′ es isome´tricamente isomorfo a L∞(µ) ∩ Z ′.
Demostracio´n.
Si f ∈ L∞(µ) ∩ Z ′ y h ∈ L1(µ) + Z, para cada representacio´n de h = a + b,
a ∈ L1(µ), b ∈ Z,
| < f, h > | ≤ | < f, a > |+ | < f, b > |
≤ ‖f‖L∞(µ)‖a‖L1(µ) + ‖f‖Z′‖b‖Z
≤ ‖f‖L∞(µ)∩Z′(‖a‖L1(µ) + ‖b‖Z),
luego
‖f‖(L1(µ)+Z)′ ≤ ‖f‖L∞(µ)∩Z′.
Pero adema´s como si f ∈ (L1(µ) + Z)′, se verifica que
‖f‖Z′ = sup{| < f, a > | : ‖a‖Z ≤ 1}
≤ sup{| < f, b > | : ‖b‖L1(µ)+Z ≤ 1}
= ‖f‖(L1(µ)+Z)′
y tambie´n que
‖f‖L∞(µ) = sup{| < f, c > | : ‖c‖L1(µ) ≤ 1}
≤ sup{| < f, d > | : ‖d‖L1(µ)+L∞(g,µ) ≤ 1} = ‖f‖(L1(µ)+Z)′ ,
luego
‖f‖L∞(µ)∩Z′ = ma´x{‖f‖L∞(µ), ‖f‖Z′} ≤ ‖f‖(L1(µ)+L∞(g,µ))′.
Entonces L∞(µ) ∩ Z ′ = (L1(µ) + Z)′. 
Supongamos que Z es un subespacio normado de L∞(g, µ), y que contiene a
T(Ω,Σ,µ). Sabemos que
Z ′ = (L∞(g, µ))′/Z0 = (L1(1/g, µ)⊕ L1(1/g, µ)⊥)/Z0,
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donde Z0 es el polar de Z en (L∞(g, µ))′, es decir el conjunto de las formas
lineales y continuas sobre L∞(g, µ) que se anulan en Z.
Proposicio´n 16. Z0 ⊂ L1(1/g, µ)⊥.
Demostracio´n.
A partir de las definiciones de banda y de Z0, se deduce directamente que Z0
es una banda de (L∞(g, µ))′. Sean
f ∈ Z0 ⊂ L1(1/g, µ)⊕ L1(1/g, µ)⊥
y f = a + b la representacio´n tal que a ∈ L1(1/g, µ) y b ∈ L1(1/g, µ)⊥. Como
a y b son disjuntos, |a| ∧ |b| = 0 y |a + b| = |a| ∨ |b| ∈ Z0, entonces para cada
conjunto de medida finita A,
0 = < |a| ∨ |b|, χA >
= ma´x{< |a|, χA >,< |b|, χA >}
= ma´x
{∫
A
|a|dµ,< |b|, χA >
}
.
De ah´ı que
∫
A
|a|dµ = 0, lo que implica que a = 0 µ-casi en todas partes, es
decir f ∈ L1(1/g, µ)⊥. 
Corolario 17. Z ′ = L1(1/g, µ)⊕ (L1(1/g, µ))
⊥
Z0
.
Corolario 18. Z ′ ∩ L∞(µ) = L1(1/g, µ) ∩ L∞(µ).
Corolario 19. La inclusio´n cano´nica de L1 (µ) + Z en L1 (µ) + L∞(g, µ) es
una isometr´ıa.
Demostracio´n.
Es evidente porque ambos espacios tienen el mismo dual. 
Proposicio´n 20. Sea (Ω,Σ, µ) un espacio de medida. Se cumple que T(Ω,Σ,µ)
es denso en L1(1/g, µ) ∩ L∞(µ) en los siguientes casos:
a) Si el espacio es de medida finita.
b) Si g es acotada y el espacio es de medida σ-finita.
Demostracio´n.
Es suficiente demostrar la proposicio´n para f > 0. Sea (gn) una sucesio´n cre-
ciente de funciones simples que converge uniformemente hacia f .
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a) Teniendo en cuenta que (f−gn)∞n=1 es una sucesio´n positiva decreciente
de L1(1/g, µ) y tiene ı´nfimo cero; entonces, como la norma de L1(1/g, µ)
es orden continua, la sucesio´n converge a cero en L1(1/g, µ). Por lo
tanto (f − gn)∞n=1 converge a cero en L1(1/g, µ) ∩ L∞(µ).
b) Dado  > 0, sea n0 tal que si n ≥ n0, ‖f − gn‖L∞(µ) < 2 . Como
el espacio de medida es σ-finito, sea A0 ∈ Σ, µ(A0) < ∞ tal que
‖fχΩ−A0‖L1(1/g,µ) < 2 .
Veamos primero que fχA0 es l´ımite en L1(1/g, µ) ∩ L∞(µ) de fun-
ciones simples con soporte de medida finito. Claramente si n ≥ n0,
‖fχA0 − gnχA0‖L∞(µ) < 2 . Pero adema´s (fχA0 − gnχA0)∞n=1 es una
sucesio´n positiva decreciente de L1(1/g, µ) y tiene ı´nfimo cero; entonces,
como la norma de L1(1/g, µ) es orden continua, la sucesio´n converge a
cero en L1(1/g, µ). Por lo tanto (fχA0 − gnχA0)∞n=1 converge a cero en
L1(1/g, µ) ∩ L∞(µ).
Veamos ahora que fχΩ−A0 es tambie´n l´ımite en L1(1/gµ) ∩ L∞(µ) de
funciones simples con soporte de medida finito. Si n > n0,
‖fχΩ−A0 − gnχΩ−A0‖L∞(µ) <

2
y tambie´n ‖fχΩ−A0 − gnχΩ−A0‖L1(1/g,µ) ≤ ‖fχΩ−A0‖L1(1/g,µ) < 2 .
Sea Dh = {ω ∈ DΩ − A0 : f(ω) ∈ [1/h, ‖f‖L∞(µ)]}. El conjunto Dh
tiene medida finita para todo h, ya que si ‖g‖L∞(µ) = a
∞ >
∫
Ω
f/gdµ ≥
∫
Dh
f/gdµ ≥ µ(Dh),1/ (ha) .
Entonces
‖fχΩ−A0 − gnχDh‖L∞(µ) ≤ ‖fχDh − gnχDh‖L∞(µ) + ‖fχΩ−A0−Dh‖L∞(µ).
El segundo sumando es menor que 1/h, que tomando h suficientemente
grande puede hacerse menor que 2 . Para ese h el primer sumando puede
hacerse menor que 2 tomando n ≥ n0. Por otra parte para ese h,
‖fχΩ−A0 − gnχDh‖L1(1/g,µ) ≤ ‖fχΩ−A0‖L1(1/g,µ) <

2
.

Lema 21. Sean (O,S,m) y (Ω,Σ, µ) dos espacios de medida. Supongamos que
existe una aplicacio´n biyectiva F : S → Σ tal que
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a) F y F−1 aplican conjuntos de medida nula en conjuntos de medida
nula.
b) F (∩ni=1Ai) = ∩ni=1F (Ai).
c) F (∪∞i=1Ai) = ∪∞i=1F (Ai).
Entonces se puede establecer una aplicacio´n biyectiva entre las funciones medi-
bles de uno y otro y L∞(O,S,m) y L∞(Ω,Σ, µ) son isome´tricamente isomorfos
mediante una isometr´ıa positiva.
Demostracio´n.
Sean SS y SΣ los respectivos conjuntos de funciones simples y sea H : SS → SΣ
tal que H(
∑n
i=1 aiχAi) =
∑n
i=1 aiχF (Ai).
Si f es una funcio´n positiva m-medible, sea (
∑mn
i=1 a
n
i χAni )
∞
n=1 una sucesion
creciente de funciones simples no negativas que converge puntualmente hacia
f . Definimos H(f) como el l´ımite puntual de la sucesio´n µ-medible
(
∑mn
i=1
ani χF (Ani ))
∞
n=1.
Si adema´s f es acotada, (
∑mn
i=1 a
n
i χAni )
∞
n=1 converge uniformemente a f en O
por lo tanto la convergencia de (
∑mn
i=1 a
n
i χF (Ani ))
∞
n=1 hacia H(f) es uniforme
en Ω, luego H(f) esta´ acotada, con ‖f‖L∞(m) = ‖f‖L∞(µ). Como cada funcio´n
medible es la diferencia de dos funciones medibles positivas, el lema queda
probado. 
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